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Abstract
The need to develop the theory of electric arc modelling with dynamically variable parameters is 
demonstrated. The Mayr-Pentegov model modification allowed mapping the effect of changes 
in static and dynamic parameters of the plasma column on the voltage-current characteristics 
of the arc. As examples, two variants of static voltage-current characteristics with an unspecified 
and determined ignition voltage value are considered. In simulations of electrical processes in an 
AC circuit with the modified electric arc model, slow and fast changes in the column length were 
used. The effect of these changes on the static characteristics parameters was approximated by 
power functions. The calculations resulted in obtaining dynamic voltage-current characteristics 
with correct shapes over a wide range of current changes.
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1. Introduction
Based on the association of the preliminary assumptions intro-
duced by two electric arc modelling pioneers, Mayr  [1] and 
Pentegov [2], a new universal mathematical model can be 
obtained [3, 4]. Its properties depend on the plasma column 
parameters. These parameters, in turn, depend on the effect 
of various physical factors (temperature, pressure, the flushing 
gas mass stream, magnetic field intensity, the distance 
between electrodes, etc.). In the literature [5, 6], the effect of 
gradual changes in the universal model parameters on the 
arc's dynamic characteristics was examined. Parameters with 
constant or quasi-static values correspond to them. However, in 
some cases of electrotechnological devices and electrical appa-
ratus, changes in the arc parameters may be very quick and 
usually non-periodic. Taking into account the high rates of these 
changes allows for a more accurate representation of physical 
phenomena in the simulations of processes in electrical circuits. 
Despite the application of periodic current forcing, non-periodic 
voltage waveforms and the arc's open-loop dynamic voltage-
current characteristics are then obtained. At the same time, 
efforts to represent these phenomena more accurately lead 
to the increased complexity of the arc's mathematical models. 
Compared to the linear Mayr and Pentegov models, the new 
universal model is non-linear. Its approximation capabilities are 

much broader than those of the Voronin model [7, 8], which can 
only accommodate changes in the column length and/or cross-
section. A certain convenience in determining the Pentegov 
and Mayr-Pentegov mathematical model parameters is the 
use of static voltage-current characteristics. On this basis, the 
arc column voltage can be determined and used to develop 
the damping function [4, 9]. A great help in creating different 
versions of the arc's mathematical model are properly selected 
variants of:
1)	 functions approximating the effect of changes in the 

column's physical parameters on the mathematical model 
parameters [5]

2)	 functions approximating the static voltage-current characteri-
stics [3, 6, 9].

Changes in plasma-creating gas parameters (pressure, flow, 
temperature) can lead to changes in the arc column length 
and/ or cross-section. Displacement of the electrodes, sliding of 
the ceramic elements into the inter-electrode area, or the effect 
of the external transverse magnetic field usually lead to a change 
in the arc column length.
A full analysis of the arc's mathematical models with different 
variants of functions approximating changes in selected physical 
quantities is very laborious, and the results are extensive and 
characterized by similarity. The author presents two examples of 
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a modified Mayr-Pentegov model with dynamic changes in the 
plasma column length.

2. Mapping changes in dynamic parameters 
in the Mayr-Pentegov model
The proposed arc model with variable parameters uses Mayr’s 
assumption. According to this assumption, a change in the 
thermal plasma enthalpy Q exponentially affects changes in 
conductance g

	 (1)

In equation (1), the constant Qp – stands for the subtangent of 
the curve g(Q), and Gp – the intersection of the curve with the 
ordinate axis g(0) = Gp, i – current, pa – vector of physical parame-
ters. Its differentiation can produce the equation

	 (2)

which after transformations takes the form

	 (3)

In further considerations, selected assumptions of the Pentegov 
model can be used for mathematical mapping of the electric arc 
column's dynamic characteristics [2, 10]. In the original model, 
instead of a real arc, a hypothetical arc is considered where the 
arc column conductance is determined as a function of a ficti-
tious (virtual) state current iθ(t), variable with a specific time 
constant θ = const. The Pentegov model represents a non-linear 
two-terminal network, which is energetically balanced, thermally 
first-order inertial, stationary, and electrically non-inertial.
Figure 1 shows fragments of static and dynamic voltage-current 
characteristics of the arc. The specific arc resistance corresponds 
to operating point A‘ on the dynamic characteristic and point B’ 
on the static characteristic. Changes in the arc resistance corre-
spond to the displacement of the points on the corresponding 
characteristics to positions A” and B”. According to Fig. 1, the 
straight line passing through points A ‘and B’ corresponds to the 
resistance

	 (4)

where: U(I, pa) – static voltage-current characteristics of the arc. 
Multiplying both sides of equation (4) by i2 produces a formula 
for the electrical power supplied

	 (5)

Whereas the dissipated electric power is determined by 

	 (6)

Powers Pe and Pθ correspond to the areas of the rectangles shown 
in Fig. 1.
On the basis of equation (4), the instantaneous column conduc-
tance can be formulated as

	 (7)

From the column power balance equation

	 (8)

where: dQ/dt – a derivative of the change of the internal energy 
of plasma, a first-order differential equation is obtained

	 (9)

As can be seen, unlike the Pentegov model, it is non-linear. It can 
be more conveniently formulated

	 (10)

Fig. 1. Fragments of static and dynamic voltage-current characteristics 
with rectangular areas Pθ and Pe marked (blue line – a fragment of 
the dynamic characteristics, navy blue line – a fragment of the static 
characteristics, tangent of inclination of straight lines R’ i R” passing 
through the operating points correspond to the arc resistances)
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It should be integrated against time to develop an electric arc 
macro model using a controlled voltage source

	
(11)

Due to the better stability of numerical calculations, it is some-
times better to formulate the mathematical model equation in 
an integral form

	

(12)

A controlled current source is then used to develop the electric 
arc macro model. 
If the arc parameters are constant or quasi-static, then dpai/dt ≅ 0. 
Then equations (10) and (11) come down to the well-known 
Mayr-Pentegov model [3]. It can be written as a differential form 

	 (13)

while in the integral form it will be

	 (14)

where the nonlinear damping function has the form

	 (15)

3. Functions approximating the static 
characteristics of the electric arc
Due to the non-linearities, various combinations of power, 
rational, exponential, and other functions are used to approxi-
mate the voltage-current characteristics of the arc. [4, 5, 13]. In 
the cases in question, relatively simple, three-component func-
tions were used. Each of them corresponds to a particular part 
of the characteristic: decreasing, constant, and increasing. This 
allows mapping the electrical properties of the arc over a wide 
range of current variations. The mutual interaction between 
these components can be reduced by introducing weight func-
tions [15, 16]. However, this leads to a significant complexity of 
the approximation function, which can make the analytical trans-
formations needed for the Mayr–Pentegov model difficult, and 
the and complicate the macro model construction.

However, this leads to a significant complexity of the approxi-
mation function, which can make the analytical transformations 
needed for the Mayr–Pentegov model difficult, and the macro 
model development complicated.
Besides, more numerical computation operations can later 
extend the duration of computer simulations. Based on the lite-
rature [2, 4], various approximation examples may be considered. 
A rational solution to the problem of choosing an approximating 
function can be a very frequently used relationship

	 (16)

where: p – vector of parameters, of which: PM – corresponds to 
the arc power, especially significant in the low-current range, like 
in the Mayr model; UC – corresponds to the arc column voltage, 
like in the Cassie’s model; Rp – corresponds to the arc resistance 
which is important in the high-current range. Function (16) can 
be used with the assumption of an unspecified ignition voltage. 
For the needs of the Mayr-Pentegov model [4], the static conduc-
tance function is introduced in the form of

	
(17)

and its derivative with respect to the square of the current
 

	 (18)

A more extensive variant of the approximation of static voltage-
-current characteristics takes into account the ignition voltage:

	 (19)

Because usually the ignition current is very small and the resi-
stance is also small Rp, then the last component of the sum (19) 
can be omitted, and then approximately the coordinates of the 
extreme point on the static characteristic have values

 ,		 	 (20)

In fact, ignition occurs with a slightly lower current and a slightly 
higher voltage.
The static conductivity of the column can be calculated from the 
formula

	 (21)
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Its derivative with respect to the square of the current is given by 
the relationship

	 (22)

Dependencies (16)–(18) are special cases of formulas (19)–(22) 
in the state IM = 0 A. However, such a distinction is important 
because – as mentioned before –it causes differences in the diffi-
culties of creating macro models and differences in the duration 
of numerical calculations.
We assume that the individual factors (parameters) in functions 
(16) and (19) depend on the column length lc in the following way:

	 (23)

	 (24)

	 (25)

where: Pl, Ul, Rl – constant coefficients. Exponents npl, nul, and nrl 
should be greater than zero. Current IM was not dependent on 
the arc length, as it was assumed in accordance with (20) that 
simultaneous changes in PM and Uc affect the ignition voltage.
With the variable parameter as the column length lc, then the 
conductance formula (17) may be re-written as

	 (26)

It corresponds to the derivative of the conductance with respect 
to the arc length

	
(27)

Similarly, based on (21), the column conductance depending on 
its length lc may be formulated as

	
(28)

In this case, the derivative of the conductance with respect to the 
arc length will be much more extensive

	
(29)

4. Results of simulation tests
To verify the created model's construction and the performance 
of the mathematical models and arc macro models developed in 
a computer program, multiple simulation tests were performed. 
Earlier, however, a simple electric circuit was configured of a 
current source generating a current waveform with specified 
amplitude Im and frequency f, connected to an arc with controlled 
length. The macro-model of the element representing the near-
-electrode voltage drops was inserted in series with the plasma 
column macro model. Then the arc voltage is determined by

	 (30)

Aggregated drop UAC = 18 V is assumed here. Such a simple solu-
tion is possible if the differential model (10) is used. If the inte-
gral model (12) is used, then the macro model with a current 
source should be modified accordingly [17]. Problems related 
to mapping near-electrode voltage drops are usually ignored in 
the modelling of long, i.e. high-voltage, arcs. After the calculation 
was initiated, the arc was linearly stretched. This process, after 
a specified time, was additionally superimposed with a quasi-
-step length increase. Time course of the length changes can be 
described as lc = 5⋅10-3 + 10-2 (t + (1-exp (-(2t)40))), m.
As variants of the forcing in electrical circuits, sources of sinuso-
idal and trapezoidal periodic currents with amplitudes Im1 = 80 A 
i Im2 = 160 A and of two frequencies f1 = 25 Hz and f2 = 50 Hz 
were used. Trapezoidal and reduced frequency currents are used 
in welding, e.g. for aluminium welding (TIG method).
Figures 2 and 3 show the characteristics of the stretched arc, 
described by (11), (10)–(12), (23)–(25), (26), and (27). Figure 2 
illustrates the use of a sinusoidal current source with amplitude 
Im1 = 80 A and frequency f = 50 Hz. Whereas Fig. 3 – shows the use 
of a sinusoidal forcing with amplitude Im1 = 160 A and frequency 
f = 50 Hz. In the calculations needed to create these drawings, 
various parameters of functions approximating the static 
voltage-current characteristics were used, which in turn affect 
the changes in the parameters of mathematical models during 
arc stretching. The following symbols have been adopted in the 
time course graphs: blue line – arc voltage, red line – arc length.
Figures 4 and 5 show the characteristics of the stretched arc, 
described by (11), (19)–(21), (23)–(25), (28), and (29). Figure 4 
illustrates the use of a sinusoidal current source with amplitude 
Im1 = 80 A and frequency f = 50 Hz. Whereas Fig. 5 – shows the use 
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Fig. 2. Dynamic characteristics of the model of a stretched arc with an unspecified ignition voltage (l0 = 1⋅10-3 m, Pl = 100 W, npl = 0.8, Ul = 10 V, 
nul = 0.8, Rl = 0.05 Ω, nrl = 0.05, Qp = 0.2 J): a) voltage-current characteristics; b) waveforms of column length and arc voltage changes

Fig. 3. Dynamic characteristics of the model of a stretched arc with an unspecified ignition voltage l0 = 1⋅10-3 m, Pl = 150 W, npl = 0.8, Ul = 20 V, 
nul = 0.8, Rl = 0.8 Ω, nrl = 0.2, Qp = 0.2 J): a) voltage-current characteristics; b) waveforms of column length and arc voltage changes

Fig. 4. Dynamic characteristics of the model of a stretched arc with a determined ignition voltage (l0 = 1⋅10-3 m, Pl = 80 W, npl = 0.8, Ul = 8 V, nul = 0.8, 
Rl = 0.05 Ω, nrl = 0.1, Qp = 0.2 J, IM = 4A): a) voltage-current characteristics; b) waveforms of column length and arc voltage changes

a)

a)

a)

b)

b)

b)
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Fig. 5. Dynamic characteristics of the model of a stretched arc with a determined ignition voltage (l0 = 1⋅10-3 m, Pl = 160 W, npl = 0.9, Ul = 12 V, 
nul = 0.8, Rl = 0.5 Ω, nrl = 0.2, Qp = 0.6 J, IM = 5A): a) voltage-current characteristics; b) waveforms of column length and arc voltage changes

Fig. 6. Dynamic characteristics of the model of a stretched arc with a determined ignition voltage (l0 = 1⋅10-3 m, Pl = 80 W, npl = 0.8, Ul = 12 V, 
nul = 0.8, Rl = 0.05 Ω, nrl = 0.9, Qp = 0.08 J, IM = 2 A): a) voltage-current characteristics; b) waveforms of column length and arc voltage changes

Fig. 7. Dynamic characteristics of the model of a stretched arc with a determined ignition voltage (l0 = 1⋅10-3 m, Pl = 100 W, npl = 0.9, Ul = 12 V, 
nul = 0.8, Rl = 0.5 Ω, nrl = 0.2, Qp = 0.08 J, IM = 3 A): a) voltage-current characteristics; b) waveforms of column length and arc voltage changes

a)

a)

a)

b)

b)

b)
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of a sinusoidal forcing with amplitude Im1 = 160 A and frequency 
f = 50 Hz. As before, in the calculations needed to create these 
drawings, various parameters of functions approximating the 
static voltage-current characteristics were used, which in turn 
affect the changes in the parameters of mathematical models 
during arc stretching.
Figures 6 and 7 show the characteristics of the stretched arc, 
described by (11), (19)–(21), (23)–(25), (28), and (29). Fig. 6 
shows the use of a trapezoidal current source with amplitude 
Im1 = 100 A, rise and fall slope 2⋅105 A/s, and frequency f = 25 Hz. 
Whereas Fig. 7 – shows the use of trapezoidal forcing with ampli-
tude Im1 = 120 A, rise and fall slope 48⋅104 A/s, and frequency 
f = 50 Hz. As before, in the calculations needed to create these 
drawings, various parameters of functions approximating the 
static voltage-current characteristics were used, which in turn 
affect the changes in the parameters of mathematical models 
during arc stretching.
The paper presents selected examples of the simulation calcula-
tion results. The obtained graphs allow the readers to compare 
them with the graphs available in the literature [5, 6, 8], which 
were obtained with the use of the stretched arc models described 
by the formulas given by Pentegov and Sidorec [10, 18] and by 
Voronin [7]. This can be the basis for determining the degree of 
mutual similarity of the dynamic characteristics. The author's 
further research will aim to demonstrate the high suitability of 
the modified Mayra–Pentegov model of the electric arc for the 
mapping of physical arcs with dynamically variable parameters.

5. Conclusions
1.	 The modification of the Mayr-Pentegov universal mathema-

tical model allows taking into account the effect of dynamic 
changes in the parameters of physical disturbances on the 
shapes of the dynamic voltage-current characteristics of the 
arc.

2.	 The modified Mayr-Pentegov mathematical model allows the 
use of any static voltage-current characteristics, and therefore 
the representation of the electrical properties of such variants 
of the physically disrupted arcs that occur in industrial devices.

3.	 The introduction of the disturbed in time parameters at the 
initial stage of developing the mathematical model of the arc 
warrants that the energy balance equation will be met at each 
subsequent stage of using the model.
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1. Wstęp
Na podstawie skojarzenia założeń wstęp-
nych, wprowadzonych przez dwóch 
pionierów modelowania łuku elek-
trycznego: Mayra [1] i  Pentegowa [2], 
można otrzymać nowy uniwersalny 
model matematyczny [3, 4]. Jego właści-
wości zależą od  wartości parametrów 
kolumny plazmowej. Z  kolei te para-
metry zależą od działania na nią różnych 
czynników fizycznych (temperatury, 
ciśnienia, strumienia masy omywają-
cego gazu, natężenia pola magnetycz-
nego, odległości między elektrodami 
i in.). W publikacjach [5, 6] rozpatrzono 
wpływ stopniowych zmian parametrów 
modelu uniwersalnego na  charaktery-
styki dynamiczne łuku. Odpowiadają 
im parametry o  wartościach stałych 
lub quasi-statycznie zmiennych. Jednak 
w niektórych przypadkach pracy urzą-
dzeń elektrotechnologicznych i aparatów 
elektrycznych zmiany parametrów łuku 
mogą przebiegać bardzo szybko i najczę-
ściej nieokresowo. Uwzględnienie 
dużych szybkości tych zmian umożliwia 
dokładniejsze odwzorowanie zjawisk 
fizycznych w  wykonywanych symula-
cjach procesów w obwodach elektrycz-
nych. Pomimo zastosowania okresowego 
wymuszenia prądowego uzyskiwane są 
wtedy nieokresowe przebiegi czasowe 

napięcia i  niezamknięte pętle charak-
terystyk napięciowo-prądowych dyna-
micznych łuku. Jednocześnie starania 
o  dokładniejsze odwzorowanie tych 
zjawisk prowadzą do  wzrostu złożo-
ności modeli matematycznych łuku. 
W porównaniu z  liniowymi modelami 
Mayra i Pentegowa nowy model uniwer-
salny jest nieliniowy. Jego możliwości 
aproksymacyjne są znacznie szersze 
niż modelu Woronina [7, 8], w którym 
można uwzględnić tylko zmiany długości 
i/ lub przekroju poprzecznego kolumny. 
Pewnym ułatwieniem w  wyznaczaniu 
parametrów modeli matematycznych 
Pentegowa i  Mayra–Pentegowa jest 
wykorzystanie charakterystyki napię-
ciowo-prądowej statycznej. Na jej 
podstawie można wyznaczać napięcie 
na kolumnie łuku i można ją zastosować 
do utworzenia funkcji tłumienia [4, 9]. 
Dużą pomocą w  tworzeniu różnych 
wersji modelu matematycznego łuku są 
rozpatrzone w literaturze odpowiednio 
dobrane warianty:
1)	 funkcji aproksymujących wpływ 

zmian parametrów fizycznych 
kolumny na parametry modeli mate-
matycznych [5]

2)	 funkcji aproksymujących charak-
terystyki napięciowo-prądowe 
statyczne [3, 6, 9]. 

Zmiany parametrów gazu plazmotwór-
czego (ciśnienia, prędkości przepływu, 
temperatury) mogą prowadzić do zmian 
długości lub przekroju poprzecznego 
kolumny łukowej. Przesunięcia elek-
trod, wsuwane elementy ceramiczne 
w obszar międzyelektrodowy lub dzia-
łania zewnętrznego poprzecznego 
pola magnetycznego zwykle prowadzą 
do zmiany długości kolumny łuku. 
Pełne przeanalizowanie modeli mate-
matycznych łuku z  różnymi warian-
tami funkcji aproksymujących zmiany 
wybranych wielkości fizycznych jest 
bardzo pracochłonne, a  otrzymane 
wyniki są obszerne i  charakteryzują 
się podobieństwem. Autor przedstawia 
dwa przykłady zmodyfikowanego 
modelu Mayra–Pentegowa z  dyna-
micznymi zmianami długości kolumny 
plazmowej.

2. Odwzorowanie zmian 
dynamicznych parametrów 
w modelu Mayra–Pentegowa
Proponowany model łuku ze  zmien-
nymi parametrami korzysta z założenia 
Mayra. Według tego założenia zmiana 
entalpii plazmy termicznej Q wpływa 
w  sposób wykładniczy na  zmiany 
konduktancji g 

Zmodyfikowany model Mayra–Pentegowa łuku elektrycznego 
z dynamicznie zmiennymi parametrami

Autor
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	 (1)

W  zależności (1) stała Qp – oznacza podstyczną wykresu 
funkcji g(Q), a Gp – punkt przecięcia wykresu z osią rzędnych 
g(0) = Gp, i – natężenie prądu, pa – wektor parametrów fizycz-
nych. Stąd po zróżniczkowaniu można otrzymać zależność 

	 (2)

która po przekształceniach przyjmuje postać 

	

(3)

W dalszych rozważaniach do matematycznego odwzorowania 
charakterystyk dynamicznych kolumny łuku elektrycznego 
można wykorzystać wybrane założenia modelu Pentegowa 
[2, 10]. W oryginalnym modelu zamiast rzeczywistego łuku 
rozpatruje się taki łuk hipotetyczny, w którym konduktancję 
kolumny łuku określa się jako funkcję fikcyjnego (wirtual-
nego) prądu stanu iθ(t), zmieniającego się z określoną stałą 
czasową θ = const. Model Pentegowa odwzorowuje nieliniowy 
dwójnik, który jest: energetycznie zbilansowany, cieplnie iner-
cyjny I rzędu, stacjonarny i elektrycznie bezinercyjny. 
Na rys. 1 przedstawiono fragmenty charakterystyk napięciowo-
-prądowych statycznych i  dynamicznych łuku. Konkretnej 
rezystancji łuku odpowiada punkt pracy A’ na  charaktery-
styce dynamicznej i punkt B’ na charakterystyce statycznej. 
Zmianom rezystancji łuku odpowiadają przesunięcia punków 
na  odpowiednich charakterystykach do  pozycji A” i  B”. 
Zgodnie z rys. 1 prostej przechodzącej przez punkty A’ i B’ 
odpowiada rezystancja 

	 (4)

gdzie: U(I, pa) – charakterystyka napięciowo-prądowa 
statyczna łuku. Po pomnożeniu obu stron równania (4) przez 
i2 otrzymujemy wzór na moc elektryczną dostarczoną 

(5)

Natomiast moc elektryczną rozproszoną określa zależność 

	 (6)

Mocom Pe i Pθ odpowiadają pola powierzchni prostokątów 
pokazane na rys. 1. 
Na podstawie zależności (4) można napisać wzór na konduk-
tancję chwilową kolumny 

	 (7)

Wychodząc z równania bilansu mocy w kolumnie 

	 (8)

gdzie: dQ/dt – pochodna zmiany energii wewnętrznej plazmy, 
otrzymuje się równanie różniczkowe I rzędu

	 (9)

Jak widać, w  odróżnieniu od  modelu Pentegowa, jest ono 
nieliniowe. Można je zapisać w wygodniejszej postaci 

	 (10)

Należy je scałkować względem czasu, aby utworzyć makro-
model łuku elektrycznego z  wykorzystaniem sterowanego 
źródła napięcia 

	 (11)

Ze względu na  lepszą stabilność obliczeń numerycznych 
niekiedy korzystniej jest zapisać równanie modelu matema-
tycznego w postaci całkowej 

	

(12)

This is a supporting translation of the original text published in this issue of “Acta Energetica” on pages 6–13. When referring to the article please refer to the original text.

Rys. 1. Fragmenty charakterystyk napięciowo-prądowych statycznych i dyna-
micznych z zaznaczonymi obszarami prostokątnymi P i Pe (linia niebieska – 
fragment charakterystyki dynamicznej, linia granatowa – fragment charak-
terystyki statycznej, tangensy nachylenia prostych R’ i R”, przechodzących 
przez punkty robocze, odpowiadają wartościom rezystancji łuku)
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Wtedy do  utworzenia makromodelu łuku elektrycznego 
wykorzystuje się sterowane źródło prądowe. 
Jeśli parametry łuku są stałe lub ich zmiana zachodzi quasi-
-statycznie, to dpai/dt ≅ 0. Wtedy równania (10) i (11) sprowa-
dzają się do znanego modelu Mayra–Pentegowa [3]. Można go 
zapisać w postaci różniczkowej 

	 (13)

natomiast w postaci całkowej będzie 

	  (14)

gdzie nieliniowa funkcja tłumienia ma postać

	 (15)

3. Funkcje aproksymujące charakterystyki statyczne 
łuku elektrycznego
Ze względu na występujące nieliniowości do aproksymacji 
charakterystyk napięciowo-prądowych statycznych łuku 
wykorzystuje się różne skojarzenia funkcji potęgowych, 
wymiernych, wykładniczych i in. [4, 5, 13]. W rozpatrywanych 
przypadkach zastosowano stosunkowo proste funkcje składa-
jące się z trzech składników. Każdy z nich odpowiada poszcze-
gólnym częściom charakterystyki: malejącej, stałej i rosnącej. 
To umożliwia odwzorowania właściwości elektrycznych łuku 
w szerokim zakresie zmian natężenia prądu. Zmniejszeniu 
wzajemnej interakcji między tymi zadawanymi składnikami 
można uzyskać przez wprowadzenie funkcji wagowych [15, 
16]. Jednak wtedy otrzymuje się znaczne skomplikowanie 
funkcji aproksymacyjnej, co może utrudnić wykonanie prze-
kształceń analitycznych potrzebnych do utworzenia modelu 
Mayra–Pentegowa i skomplikować budowę makromodelu.
Poza tym większa liczba operacji obliczeń numerycznych 
może później wydłużyć czas trwania symulacji kompute-
rowych. Na podstawie literatury [2, 4] można rozważyć 
różne przykłady aproksymacji. Racjonalnym rozwiązaniem 
problemu wyboru funkcji aproksymującej może być bardzo 
często stosowana zależność 

	 (16)

gdzie: p – wektor parametrów, wśród których: PM – odpo-
wiada mocy łuku, szczególnie znaczącej w zakresie słabo-
prądowym, analogicznie jak w modelu Mayra; UC – odpo-
wiada napięciu na kolumnie łuku, analogicznie jak w modelu 
Cassiego; Rp – odpowiada rezystancji łuku, która odgrywa 
znaczącą rolę w zakresie silnoprądowym. Funkcja (16) może 
być wykorzystywana z założeniem nieokreśloności napięcia 
zapłonu. Na potrzeby stosowania modelu Mayra–Pentegowa 
[4] wprowadza się funkcję konduktancji statycznej w postaci 

	

(17)

i jej pochodną względem kwadratu prądu

	  (18)

Bardziej rozbudowany wariant aproksymacji charakterystyk 
napięciowo-prądowych statycznych uwzględnia napięcie 
zapłonu:

	
(19)

Ponieważ zwykle prąd zapłonu jest bardzo mały i mała jest też 
wartość rezystancji Rp, to ostatni składnik sumy (19) można 
pominąć i wtedy w przybliżeniu współrzędne punktu ekstre-
malnego na charakterystyce statycznej mają wartości 

 ,		  	 (20)

W rzeczywistości zapłon występuje z nieco mniejszą wartością 
prądu i z nieco wyższą wartością napięcia. 
Konduktancję statyczną kolumny można obliczyć ze wzoru

	

(21)

Jej pochodną względem kwadratu prądu określa zależność 

	 (22)

Zależności (16)–(18) stanowią szczególne przypadki wzorów 
(19)–(22) w  stanie IM = 0 A. Jednak takie rozróżnienie 
jest istotne, gdyż – jak wcześniej wspomniano – wpływa 
to na powstawanie różnic w trudnościach tworzenia makro-
modeli i różnic w czasach trwania obliczeń numerycznych. 
Zakładamy, że  poszczególne współczynniki (parametry) 
w funkcjach (16) i (19) zależą od długości kolumny lc w nastę-
pujący sposób:

	  (23)

	 (24)

	  (25)

gdzie: Pl, Ul, Rl – stałe współczynniki. Wartości wykładników 
potęgowych npl, nul i nrl powinny być większe od zera. Wartości 
prądu IM nie uzależniono od długości łuku, gdyż zgodnie z (20) 
przyjęto, że jednoczesne zmiany PM i Uc wpływają na napięcie 
zapłonu. 
Jeśli uwzględnić, że  zmiennym parametrem jest długość 
kolumny lc, to wzór (17) na konduktancję można zapisać

This is a supporting translation of the original text published in this issue of “Acta Energetica” on pages 6–13. When referring to the article please refer to the original text.
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(26)

Odpowiada mu pochodna konduktancji względem długości 
łuku 

	

(27)

Podobnie na podstawie (21) można zapisać wzór na konduk-
tancję kolumny zależną od długości lc 

	

(28)

W tym przypadku pochodna konduktancji względem długości 
łuku będzie znacznie bardziej rozbudowana 

	

	 (29)

4. Wyniki badań symulacyjnych 
W  celu sprawdzenia poprawności budowy utworzonego 
modelu i efektywności działania opracowanych w programie 
komputerowym modeli matematycznych oraz makromodeli 

łuku wykonano wielokrotne badania symulacyjne. Wcześniej 
jednak utworzono prosty obwód elektryczny składający się 
ze źródła prądowego generującego przebieg prądu o zadanej 
amplitudzie Im i  częstotliwości f, połączonego z  łukiem 
o sterowanej długości. W szereg z makromodelem kolumny 
plazmowej włączono makromodel elementu odwzorowują-
cego przyelektrodowe spadki napięcia. Wtedy napięcie na łuku 
określa zależność 

	  (30)

Tutaj założono sumaryczny spadek UAC = 18 V. Takie proste 
rozwiązanie jest możliwe, jeśli wykorzystamy model różnicz-
kowy (10). Jeśli użyjemy modelu całkowego (12), to należy 
odpowiednio zmodyfikować makromodel ze  źródłem 
prądowym [17]. Problemy związane z odwzorowaniem przy-
elektrodowych spadków napięcia są zwykle pomijane w mode-
lowaniu łuków długich, a więc wysokonapięciowych. Po zaini-
cjowaniu obliczeń łuk był liniowo rozciągany. Na ten proces, 
po zadanym czasie, był dodatkowo nałożony quasi-skokowy 
przyrost długości. Przebieg czasowy zmian długości można 
opisać zależnością lc = 5⋅10-3 + 10-2 (t + (1-exp(-(2t)40))), m. 
Jako warianty wymuszenia w obwodach elektrycznych zasto-
sowano źródła prądu okresowego sinusoidalnego i  trapezo-
idalnego o amplitudach Im1 = 80 A i Im2 = 160 A oraz o dwóch 
częstotliwościach f1 = 25 Hz i f2 = 50 Hz. Prądy trapezoidalne 
i o obniżonej częstotliwości są wykorzystywane m.in. w spawal-
nictwie, np. do spawania aluminium (metoda TIG). 
Na rys. 2 i  3 przedstawiono charakterystyki łuku rozciąga-
nego, opisanego zależnościami (11), (10)–(12), (23)–(25), (26) 
i (27). Na rys. 2 zobrazowano zastosowanie źródła prądu sinu-
soidalnego o amplitudzie Im1 = 80 A i częstotliwości f = 50 Hz. 
Natomiast na rys. 3 – zastosowanie wymuszenia sinusoidalnego 
o amplitudzie Im1 = 160 A i częstotliwości f = 50 Hz. W oblicze-
niach potrzebnych do utworzenia tych rysunków zastosowano 
różne parametry funkcji aproksymujących charakterystyki 
napięciowo-prądowe statyczne, które z kolei wpływają na zmiany 
parametrów modeli matematycznych podczas rozciągania łuku. 
Na wykresach przebiegów czasowych przyjęto oznaczenia: linia 
niebieska – napięcie łuku, linia czerwona – długość łuku. 
Na rys. 4 i 5 przedstawiono charakterystyki łuku rozciąga-
nego, opisanego zależnościami (11), (19)–(21), (23)–(25), (28) 
i (29). Na rys. 4 odtworzono zastosowanie źródła prądu sinu-
soidalnego o amplitudzie Im1 = 80 A i częstotliwości f = 50 Hz. 

This is a supporting translation of the original text published in this issue of “Acta Energetica” on pages 6–13. When referring to the article please refer to the original text.

Rys. 2. Charakterystyki dynamiczne modelu łuku rozciąganego o nieokreślonej wartości napięcia zapłonu (l0 = 1⋅10-3 m, Pl = 100 W, npl = 0,8, Ul = 10 V,  
nul = 0,8, Rl = 0,05 Ω, nrl = 0,05, Qp = 0,2 J): a) charakterystyki napięciowo-prądowe; b) przebiegi zmian długości kolumny i napięcia na łuku 

a) b)
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Natomiast na  rys. 5 – zastosowanie 
wymuszenia sinusoidalnego o  ampli-
tudzie Im1 = 160 A i częstotliwości f = 
50 Hz. Tak jak poprzednio, w  obli-
czeniach potrzebnych do  utworzenia 
tych rysunków zastosowano różne 
parametry funkcji aproksymujących 
charakterystyki napięciowo-prądowe 

statyczne, które z  kolei wpływają 
na  zmiany parametrów modeli mate-
matycznych podczas rozciągania łuku.
Na rys. 6 i  7 przedstawiono charakte-
rystyki łuku rozciąganego, opisanego 
zależnościami (11), (19)–(21), (23)–
(25), (28) i  (29). Na rys. 6 zaprezen-
towano zastosowanie źródła prądu 

trapezoidalnego o  amplitudzie Im1 = 
100 A, stromości zbocza narastania 
i  opadania 2⋅105 A/s i  częstotliwości 
f = 25 Hz. Natomiast na rys. 7 – zasto-
sowanie wymuszenia trapezoidalnego 
o  amplitudzie Im1  =  120 A, stromości 
zbocza narastania i opadania 48⋅104 A/s 
i  częstotliwości f  =  50 Hz. Tak jak 

This is a supporting translation of the original text published in this issue of “Acta Energetica” on pages 6–13. When referring to the article please refer to the original text.

Rys. 3. Charakterystyki dynamiczne modelu łuku rozciąganego o nieokreślonej wartości napięcia zapłonu l0 = 1⋅10-3 m, Pl = 150 W, npl = 0,8, Ul = 20 V,  
nul = 0,8, Rl = 0,8 Ω, nrl = 0,2, Qp = 0,2 J): a) charakterystyki napięciowo-prądowe; b) przebiegi zmian długości kolumny i napięcia na łuku 

Rys. 4. Charakterystyki dynamiczne modelu łuku rozciąganego o określonej wartości napięcia zapłonu (l0 = 1⋅10-3 m, Pl = 80 W, npl = 0,8, Ul = 8 V, nul = 0,8,  
Rl = 0,05 Ω, nrl = 0,1, Qp = 0,2 J, IM = 4A): a) charakterystyki napięciowo-prądowe; b) przebiegi zmian długości kolumny i napięcia na łuku 

Rys. 5. Charakterystyki dynamiczne modelu łuku rozciąganego o określonej wartości napięcia zapłonu (l0 = 1⋅10-3 m, Pl = 160 W, npl = 0,9, Ul = 12 V, nul = 0,8, 
Rl = 0,5 Ω, nrl = 0,2, Qp = 0,6 J, IM = 5A): a) charakterystyki napięciowo-prądowe; b) przebiegi zmian długości kolumny i napięcia na łuku 

a)

a)

a)

b)

b)

b)
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poprzednio, w  obliczeniach potrzeb-
nych do  utworzenia tych rysunków 
zastosowano różne parametry funkcji 
aproksymujących charakterystyki napię-
ciowo-prądowe statyczne, które z kolei 
wpływają na zmiany parametrów modeli 
matematycznych podczas rozciągania 
łuku. 
W  artykule zamieszczono wybrane 
przykłady wyników obliczeń symula-
cyjnych. Uzyskane wykresy pozwalają 
czytelnikom na ich porównanie z wykre-
sami dostępnymi w literaturze [5, 6, 8], 
które uzyskano z  wykorzystaniem 
modeli łuku rozciąganego opisanych 
za pomocą wzorów podanych przez 
Pentegowa i Sidoreca [10, 18] oraz przez 
Woronina  [7]. Może to  być podstawą 
do  określenia stopnia wzajemnego 
podobieństwa charakterystyk dynamicz-
nych. Dalsze badania autora będą zmie-
rzały w  kierunku wykazania wysokiej 
przydatności zmodyfikowanego modelu 
Mayra–Pentegowa łuku elektrycznego 
do  odwzorowania łuków fizycznych 
z dynamicznie zmiennymi parametrami.

5. Wnioski
1.	 Wykonana modyfikacja uniwer-

salnego modelu matematycznego 
Mayra–Pentegowa umożliwia 
uwzględnienie wpływu dynamicz-
nych zmian parametrów zaburzeń 
fizycznych na  kształty charaktery-
styk napięciowo-prądowych dyna-
micznych łuku. 

2.	 Zmodyfikowany model matema-
tyczny Mayra–Pentegowa umożliwia 
wykorzystanie dowolnych charak-
terystyk napięciowo-prądowych 
statycznych, a więc powstaje możli-
wość odwzorowania właściwości 
elektrycznych takich wariantów 
łuków fizycznych zaburzanych, 
które występują w  urządzeniach 
przemysłowych. 

3.	 Przez wprowadzanie na  począt-
kowym etapie tworzenia matema-
tycznego modelu łuku zaburzanych 
w  czasie parametrów uzyskuje się 
gwarancję spełnienia równania 
bilansu energii na każdym później-
szym etapie wykorzystania modelu. 
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